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プランク(1858 – 1947)

2025-2026: 100 Years from the birth of Quantum Mechanics

abandon dearly held common-sense ideas — for exam-
ple, the expectation that subatomic objects such as 
particles have a well-defined position and momentum 
at any given time. Instead, the physicists found that  
natural phenomena had an inherently unknowable nature. 
Classical physics, in other words, is only an approximate 
representation of reality, and manifests itself only at the 
macroscopic level. A century on, this insight into the 
nature of the physical world still thrills and bamboozles 
in equal measures. Many Nature readers will know about 
the philosophical quandaries raised by quantum cats that 
are simultaneously dead and alive, and about the industry 
that is growing around quantum computing. 

Others will know how quantum ideas gave rise to the 
lasers that beam information through the cables of the 
Internet, and the transistors that provide the processing 
power of electronic chips. But quantum ideas also shape 
our understanding of nature, at all levels, explaining why 
solid objects don’t fall apart and how stars shine and, ulti-
mately, die. 

A quantum year
Commemorative events are being planned all over the 
world for the coming 12 months. They include an open-
ing ceremony for the UN year at the headquarters of the 
UN scientific organization UNESCO in Paris in February; 
special events at a meeting of the American Physical Soci-
ety in Anaheim, California, in March; and a workshop for 
physicists on Heligoland in June. The organizers’ collective 
ambition is to celebrate not just the centenary of quantum 
mechanics, but also the science and applications that arose 
from it in the past century — and to explore how quantum 
physics might bring further change in the century to come.

In May, Ghana, the country that originally proposed that 
the UN proclaim 2025 the year of quantum science, is host-
ing an international conference on the topic in Kumasi. 
And in August, science historians will meet to celebrate the 
quantum century in Salvador de Bahia in Brazil. 

This meeting will be the high point of a 20-year research 
programme  that set out to re-examine the development of 
quantum theory. One major aim of that work, says historian 
Michel Janssen at the University of Minnesota in Minne-
apolis, was to establish the contributions of a collective 
of scientists, many of whom — particularly women — have 
not been recognized in the history of the field. 

These “hidden figures” include Lucy Mensing, who was a 
member of the same group as Heisenberg and worked out 
some of the first applications of his quantum-mechanical 
theory, says Daniela Monaldi, a historian at York University 
in Toronto, Canada. One of the most notable events of the 
year will be the publication of a biographical volume of 
essays on 16 of them, Women in the History of Quantum 
Physics. 

For all that it has already brought, the quantum revo-
lution still has unfinished business. In the years in which 
researchers were laying the foundations of quantum 
mechanics, they also began to rebuild other branches of 
physics — such as the study of electromagnetism, and states 
of matter — from quantum foundations. They also looked 

A century ago, physics underwent a change  
in perspective that was as consequential 
for the physical sciences as the theory of 
evolution by natural selection was for biology. 

It is rare for a scientific idea or theory to fundamentally 
change our perspective on reality. One such revolu-
tionary moment is being celebrated in 2025, which the 
United Nations has declared to be the International 
Year of Quantum Science and Technology.  This marks 

the centenary of the advent of quantum mechanics, which 
began in a flurry of papers 100 years ago. Just as it would 
be impossible to make sense of modern biology without 
Charles Darwin’s theory of evolution, our fundamental 
understanding of the physical world is now rooted in quan-
tum principles. Modern physics is quantum physics.

The word quantum refers to the way matter absorbs or 
releases energy — in discrete packets, or quanta. Its use 
in physics comes from the German word quant, which is 
derived from a Latin term meaning ‘how much’. In around 
1900, physicists such as Max Planck and Albert Einstein 
began to describe, in an ad hoc way, why several phenom-
ena of the subatomic realm could not be explained using 
the classical mechanics developed by Isaac Newton and 
others some two centuries earlier. Then, in 1925, quan-
tum came to be used to describe the fundamentals of an 
entirely new form of mechanics — the branch of physics 
that describes the relationship between forces and the 
motion of physical objects. 

As science historian Kristian Camilleri describes in an 
Essay on the startling developments of that year and those 
that followed (see page 269), the physicist Werner Heisen-
berg travelled to the German island of Heligoland in the 
North Sea in the summer of 1925 in search of relief from 
severe hay fever. Shortly after this, he submitted to the 
journal Zeitschrift für Physik a paper whose title translates 
as ‘On quantum-theoretical reinterpretation of kinematic 
and mechanical relationships’ (W. Heisenberg Z. Physik 
33, 879–893; 1925). This prompted further studies in the 
following months by Heisenberg and his close collabo-
rators, as well as work using an alternative approach by 
Erwin Schrödinger.

The revolution did not begin with physicists throw-
ing away the laws of classical mechanics, but with their  
radically reinterpreting classical concepts such as energy 
and momentum. However, it did require its initiators to 
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1900 　 Planck Energy quanta

1905 　 Einstein Light quanta

1913 　 Bohr Model of H-atom

1916 　 Einstein Induced emission

1923　  de Broglie Matter wave

1925 　 Heisenberg・Born
・Jordan Matrix Mechanics

1926　  Schrödinger Wave mechanics
1926　  Born Probability interpretation

BB radiation

PE effect

Atomic spectrum

Transition probability

Wave nature of matter

Birth of QM

1915 　 Sommerfeld, Wilson, 　　　 Quantization cond. Canonical Commutation
Relation

1924　  Bohr・Krammers
　　　   ・Slater

Dispersion and radiation Dispersion and atom

Road toward the birth of QM

1922 　 Stern・Gerlach Space quantization ‘Spin’

Ishiwara



4

Papers around the time of QM birth

Erwin Schrödinger 
（1887 ‒ 1961)

Werner Heisenberg 
（1901 ‒ 1976)

Pascual Jordan 
（1902 ‒ 1980)

Max Born 
（1882 ‒ 1970)

Heisenberg：quantum transition and matrix7.29
Born-Jordan：Matric Mechanics I9.27

11.7 Dirac：Poisson bracket and quantization
Born-Heisenberg-Jordan：Matrix Mechanics II11.16

1925  

1926  Schrödinger：Wave Mechanics I1.27
2.23 Schrödinger：Wave Mechanics II

3.16 Schrödinger：equivalence between MM & WM

5.10 Schrödinger：Wave Mechanics III

12.2 Dirac：general transformation

1924  

11.25 de Broglie：matter wave（thesis）
Einstein：ideal gas & BE statistics I
Bose：photon gas

7.10

9.10

Pauli：exclusion principle1.26

6.21 Schrödinger：Wave Mechanics IV

7.21 Born：probability interpretation of wave function

1927  3.23 Heisenberg：Uncertainty Principle

8.26 Dirac：FD statistics

12.18 Jordan：transformation theory

Einstein：ideal gas & BE statistics II1.8

1923  
7.2

de Broglie：matter wave

X
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Exchanges around QM birth

Niels Bohr 
（1885 ‒ 1962)

Wolfgang Pauli 
（1900 ‒ 1958)

Paul Dirac 
（1902 ‒ 1982)

Louis de Broglie 
（1892 ‒ 1987)

ライプツィヒ

1924 1925 1926 1927

ミュンヘン

チューリッヒ

ケンブリッジ

ベルリン Einstein

Bohr

Sommerfeld
ハンブルク Pauli

Born
Jordan

Weyl

von Neumann

1923 1928

Debye

パリ
de Broglie

ブリストル

ハノーバー

Kramers ユトレヒト

Wien

Planck

Schrödinger

Heisenberg

Dirac

コペンハーゲン

ゲッティンゲン

Como Volta Conf.

5th Solvay Conf.

München

Hamburg

  Göttingen    

Copenhagen

Cambridge

  Zürich

  Berlin

  Paris

  Leipzig  

  Utrecht  

   Bristol 

   Hannover
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5th Solvay conference
          （1927）

Is the uncertainty principle valid?Einstein-Bohr debate

I.    EPR: is QM incomplete?

6th Solvay conference
          （1930）
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QM must be incomplete because it admits 
entangled states, which appear to invoke 
unreasonable ‘spooky action at a distance’.

J. S. Bell, Physics 1(1964)195

A. Einstein, B. Podolsky and N. Rosen, Phys. Rev. 47(1935)777

EPR論文（1935）とBell論文（1964）の被引用数の推移
2022年10月  量子基礎論調査グループ（安部保海、市川翼、筒井泉）調べ

1. Google Scholar（引用論文の出版元等の情報より）

J. S. Bell, Physics 1(1964)195

A. Einstein, B. Podolsky and N. Rosen, Phys. Rev. 47(1935)777

EPR論文（1935）とBell論文（1964）の被引用数の推移
2022年10月  量子基礎論調査グループ（安部保海、市川翼、筒井泉）調べ

1. Google Scholar（引用論文の出版元等の情報より）

Citation # of EPR paper

1935 Quantum  inforation

2000

Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) paper (1935)



Premises of EPR

・elements of physical reality

Measurement

・complete theory
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If we can predict the value of a physical quantity G with certainty 
(100%) without disturbing the system, then there exists an 
element of physical reality corresponding to G.

Measurement

Every element of a physical reality has a counterpart in the theory.



Entangled state

|ψ〉 = 1√
2
(|+ z〉|− z〉 − |− z〉|+ z〉)

|ψ〉 = 1√
2
(|+ x〉|− x〉 − |− x〉|+ x〉)

〈A(a)B(b)〉 = − cos∆θ

|〈A(a)B(b)〉+ 〈A(a)B(b′)〉+ 〈A(a′)B(b)〉 − 〈A(a′)B(b′)〉| ≤ 2

a a′ b b′

ε = 4× 10−19 [J ]

p(4) =
1

12
, p(5) = 0, p(6) =

1

12
cos θ ≤ sin θ

p(4) =
1

12
, p(5) = 0, p(6) =

1

12

p(x) =
1

6
, x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

0 ≤ p(x) ≤ 1,
∑

x

p(x) = p(1)+p(2)+p(3)+p(4)+p(5)+p(6) = 1

（ex.）singlet spin state of 2 electrons A and B
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x
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z

x

A B

A B

which can also be written as
1√
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|ω→ = α |+z→+ β |−z→ |α|2 = p+ |β|2 = p−

p+ = |α|2 = p+ p− = |β|2 = p− α,β　
α,β　 |α|2 = p+, |β|2 = p−

|ω→ = √
p+ |+x→+√

p− |−x→ |+x→, |−x→

|+z→ = 1√
2
|+x→+ 1√

2
|−x→, |−z→ = 1√

2
|+x→ − 1√

2
|−x→

x(t) =
∞∑

n=−∞
xn(t) =

∞∑

n=−∞
cne

iωnt c∗−n = cn ωn =
2πn

T

cne
iωnt c∗−n = cn ⇒ x∗

−n(t) = xn(t) ⇒ x∗(t) = x(t)

n = ±1, n = ±2,±3, . . . En − Em = hν (ω−n = −ωn)

xnm(t) = cnmeiωnmt ωnm =
En − Em

h̄
ωnm = 2πν

c∗mn = cnm ⇒ x∗
−n(t) = xn(t) ⇒ x∗

mn(t) = xnm(t) (ωmn = −ωnm)

[X(t)]nm := xnm(t) X†(t) = X(t) [Y (t)]nm := ynm(t)

ynm(t) = dnmeiωnmt ωnm =
En − Em

h̄
ωnm = 2πν d∗mn = dnm

A B



Projection Measurement
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(von Neumann’s projection postulate)

Measurement

(σx)w =
→+x |σx|+z〉
→+x |+z〉 = +1

|+ z〉 |+ x〉 σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

→φ|e→igA⊗P |ψ〉

|ψ〉|Ψ〉 → e→igA⊗P |ψ〉|Ψ〉

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , Â := tV̂

→Φ|Ψ(t)〉 = →Φ|e→itĤ |Ψ〉

= →Φ|e→it(Ĥ0+V̂ )|Ψ〉

$ →Φ|e→itĤ0

[
1− iÂ

]
|Ψ〉

= →Φ|e→itĤ0 |Ψ〉
[
1− i

→Φ|e→itĤ0Â|Ψ〉
→Φ|e→itĤ0 |Ψ〉

]

= →Φ|e→itĤ0 |Ψ〉 [1− iAwP ]

$ →Φ|e→itĤ0 |Ψ〉e→iAwP
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Physical observable
Collapse of 

quantum state
(wave function)

measurement for        of A:

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A|ai→ = ai|ai→ |ai→ A = ai

G|gi→ = gi|gi→ |gi→ G = gi i = 1, 2, 3, . . .

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

"a a "b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A|ai→ = ai|ai→ |ai→ G = gi
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∑
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∑
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B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

measurement for        of A:Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

G
z = σ

z
A
→ 1B

G
x = σ

x
A
→ 1B

σ
z
A
= +1 σ

z
A
= −1 σ

x
A
= +1 σ

x
A
= −1

A|ai〉 =
ai|ai〉

|ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉
|gi〉 G = gi i = 1, 2, 3

, . . .

P (a, b|x,
y) =

∑

a′ ,b
′

P (a, b, a
→ , b

→ )

A(a)
A(a

→ ) B(b) B(b
→ )

A1(a)
= A(a,λ1),

A2(a)
= A(a,λ2),

A3(a)
= A(a,λ3), .

. .

B1(b)
= B(b,λ1),

B2(a)
= B(b,λ2),

B3(a)
= B(b,λ3), .

. .

#a
a

#b
b

M = T
⋆Q = T

⋆ (G/H) M = S
2

M = R2n = (q1, q2
, . . . , qn

, p1, p2
, . . . , pn

)

G
z = σ

z
A
→ 1B

G
x = σ

x
A
→ 1B

σ
z
A
= +1 σ

z
A
= −1 σ

x
A
= +1 σ

x
A
= −1

A|ai〉 =
ai|ai〉

|ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉
|gi〉 G = gi i = 1, 2, 3

, . . .

P (a, b|x,
y) =

∑

a′ ,b
′

P (a, b, a
→ , b

→ )

A(a)
A(a

→ ) B(b) B(b
→ )

A1(a)
= A(a,λ1),

A2(a)
= A(a,λ2),

A3(a)
= A(a,λ3), .

. .

B1(b)
= B(b,λ1),

B2(a)
= B(b,λ2),

B3(a)
= B(b,λ3), .

. .

#a
a

#b
b

M = T
⋆Q = T

⋆ (G/H) M = S
2

M = R2n = (q1, q2
, . . . , qn

, p1, p2
, . . . , pn

)

Gz
= σ z

A → 1B Gx
= σx

A → 1Bσ z
A = +1 σ z

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1A|ai〉 = ai |ai〉 |ai〉 G = giG|gi〉 = gi |gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .P (a, b|x, y) = ∑

a′,b′
P (a, b, a →, b →)

A(a) A(a →) B(b) B(b →)A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .#a
a #b

b
M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S 2M = R2n

= (q1 , q2 , . . . , qn , p1 , p2 , . . . , pn)

Gz
= σ z

A → 1B Gx
= σx

A → 1Bσ z
A = +1 σ z

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1A|ai〉 = ai |ai〉 |ai〉 G = giG|gi〉 = gi |gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .P (a, b|x, y) = ∑

a′,b′
P (a, b, a →, b →)

A(a) A(a →) B(b) B(b →)A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .#a
a #b

b
M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S 2M = R2n

= (q1 , q2 , . . . , qn , p1 , p2 , . . . , pn)

case 1)

case 2)
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After putting the particle A and B at a remote distance,  if, e.g., we find
Gz = σz

A → 1B Gx = σx
A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

Aw(t) =
→φ|U(T − t) ·A · U(t)|ψ〉
→φ|U(T − t) · U(t)|ψ〉 =

→φ|U(T − t)AU(t)|ψ〉
→φ|U(T )|ψ〉

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

|ψ〉 = |xi〉 |φ〉 = |xf 〉

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
→+x |σx|+z〉
→+x |+z〉 = +1

|+ z〉 |+ x〉 σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

→φ|e→igA⊗P |ψ〉

|ψ〉|Ψ〉 → e→igA⊗P |ψ〉|Ψ〉

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , Â := tV̂

8

Aw(t) =
→φ|U(T − t) ·A · U(t)|ψ〉
→φ|U(T − t) · U(t)|ψ〉 =

→φ|U(T − t)AU(t)|ψ〉
→φ|U(T )|ψ〉

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

|ψ〉 = |xi〉 |φ〉 = |xf 〉

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
→+x |σx|+z〉
→+x |+z〉 = +1

|+ z〉 |+ x〉 σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

→φ|e→igA⊗P |ψ〉

|ψ〉|Ψ〉 → e→igA⊗P |ψ〉|Ψ〉

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , Â := tV̂

8

case 1)

case 2)

measurement of A cannot disturb B

one can choose either case 1 and 2 freely

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

both          and         are 
elements of physical reality 

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

predictable 
with 100 %

QM,  in which        and         cannot be assigned a 
definite value simultaneously, must be incomplete!

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

#a a #b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2
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nonlocal correlation

The spin values of the two 
particles have not been 
determined until the actual 
measurement is carried out, 
that is, they are dependent 
on the choice (context) of 
measurement. 

Are particles exchanging information of measurement？

L R

Or what?

nonlocal correlation exist!

The spin values of the two 
particles must have been 
predetermined before the 
measurement, and there must 
be some (unknown/hidden)
element which determines 
those values. 

hidden variables exist!
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Does the hidden variable, desired by Einstein, really exist？

Hidden Variable Theory (HVT)

TEST SPACE

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+|−z〉|+z〉??? v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) $= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

=

∫
dλ ρ(λ) [A(a,λ)B(b,λ)−A(a,λ)B(b→,λ)]

=

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ) [1±A(a→,λ)B(b→,λ)]

hidden variable：
… determines the values of physical quantities obtained in measurement

distribution of HV：

values of physical 
observable：

TEST SPACE

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) $= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

=

∫
dλ ρ(λ) [A(a,λ)B(b,λ)−A(a,λ)B(b→,λ)]

=

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ) [1±A(a→,λ)B(b→,λ)]

TEST SPACE

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) %= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

=

∫
dλ ρ(λ) [A(a,λ)B(b,λ)−A(a,λ)B(b→,λ)]

s.t.

TEST SPACE

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) %= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

=

∫
dλ ρ(λ) [A(a,λ)B(b,λ)−A(a,λ)B(b→,λ)]

reproduce measurement 
outcomes

TEST SPACE

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) %= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

=

∫
dλ ρ(λ) [A(a,λ)B(b,λ)−A(a,λ)B(b→,λ)]

TEST SPACE

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) %= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

=

∫
dλ ρ(λ) [A(a,λ)B(b,λ)−A(a,λ)B(b→,λ)]

probability distribution

II.   Bell’s inequality and nonlocal realism
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QM vs. HVT

QM

HVT

deterministic 
factor state expectation 

value
TEST SPACE

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) %= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

=

∫
dλ ρ(λ) [A(a,λ)B(b,λ)−A(a,λ)B(b→,λ)]

none

measured 
value of 

TEST SPACE

A Â 〈A〉 ψ

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) &= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

TEST SPACE

A Â 〈A〉 ψ

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) &= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

TEST SPACE

A Â 〈A〉 ψ

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) &= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

one of the eigenvalues

TEST SPACE

A Â 〈A〉 ψ a1, a2, . . .

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) &= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

of the self-adjoint operator

TEST SPACE

A Â 〈A〉 ψ a1, a2, . . .

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) &= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

TEST SPACE

A Â 〈A〉 ψ a1, a2, . . . (= v(A))

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) &= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

C(a, b)− C(a, b→)

TEST SPACE

A Â 〈A〉 ψ a1, a2, . . . (= v(A)) ρ(λ) = ρψ(λ)

ρ(λ) ≥ 0 ρ(λ) =

∫
dλ ρ(λ) = 1

|ψ〉 = |+z〉|−z〉+ |−z〉|+z〉 v(A) = λ(A) σz =? σx =?

λ = (λ1,λ2,λ3, . . .) A = A(λ)

C = A+B v(C) = v(A) + v(B) v(A) = ±1, v(B) = ±1

A = σx B = σy A+B = σx + σy

v(A+B) = ±
√
2 v(A+B) &= v(A) + v(B)

|C(a, b)− C(a, b→)|+ |C(a→, b→) + C(a→, b)| ≤ 2

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

A |ϕi〉 = ai|ϕi〉 Prob(A = ai) = |〈ϕi|ψ〉|2

と書き直すことも可能である。その結果、もし地球上でスピンの x成分を測ったとしても、z成分の
時と同様に、その測定結果によってアンドロメダの粒子の x成分の値を確実に予言できることにな
る。従って同じ議論により、アンドロメダの粒子の x成分もまた物理的実在の要素だと見なされる。

どの方向のスピンを測定するかは地球上の測定者の自由な選択であり、アンドロメダの粒子の
与り知らぬことであるから、結局、アンドロメダの粒子のスピンは、z成分も x成分も同時に物理的
実在でなければならないことになる。ところが、量子力学によれば、１個の粒子のスピンの異なる
成分は同時測定できず、それらに確定した値を定めることができない。上の例で言えば [σ̂z, σ̂x] != 0

だから σ̂z と σ̂x の同時固有状態は存在せず、実在量である筈の z 成分と x成分の値を確実に予言す
ることができない。すなわち、上の「物理理論の完全性」の条件に合致せず、量子力学は物理理論と
して完全なものとは言えない。これが、EPRの主張する量子力学の不完全性である。

このEPRの論証には、２つの暗黙の仮定が含まれている。その１つは、遠距離に離れた２粒子の
間で、一方の粒子の測定が瞬時に他方の粒子に何の物理的影響を与えないという局所性（locality）で
あり、もう一つは測定者が物理系とは無関係に自由に測定の選択ができるという選択の自由（freedom

of choice）、言い換えれば測定者が自由意思（free will）を持つことである。なお、上の例では物理
量の実在性（reality）は、局所性の前提から導かれたことに注意したい。これらの前提を詳しく吟味
することが、次のベル不等式での議論に繋がって行く。

３．ベル不等式とその検証：実在性と局所性

1964年にベルが EPRの論証を吟味し、その正否が単なる思考実験ではなく、実際に検証可能
な形の議論に発展させた [2]。それがベル不等式として知られる内容であるが、その説明の前に、ア
インシュタインの立場を明確にしておくことにしよう。EPR論文で結論づけたように、アインシュ
タインは量子力学が完全な理論ではなく、実在を記述する完全な理論は（少なくとも原理的には）別
に存在すべきものであり、量子力学はそのような理論の統計的な近似理論に過ぎないのではないか
と考えていた。そのような完全な理論は実在の要素を完全に記述できるものであるが、現時点ではそ
の内容が不明であり、その理論における物理的状態を記述する（実在の要素に対応する）変数を知る
ことができないので、それは「隠れた変数」と呼ばれ、またその理論は隠れた変数の理論（hidden

variable theory）と一般に呼称される。

今、その隠れた変数を集合的に λで表すことにすれば、λが決まればその値によって実際の測
定で得られる物理量の測定結果は完全に指定されることになる。従って、いま Aを測定を行う物理
量だとすれば、その測定値は λの関数としてA(λ)と書くことができる。量子力学において不完全に
しか実在の要素を記述できない量子状態 ψを定めることは、隠れた変数の理論側から見ればその状
態に対応した λの分布 ρψ(λ) ≥ 0を定めることに等しい。この分布は統計的なものであり、規格化
されている

∫
dλ ρψ(λ) = 1ものとする。このような統計的な意味で、隠れた変数の理論は量子力学

の結果を再現するものと想定され、例えば物理量 Aの測定結果の期待値 〈A〉は、対応する量子力学
での自己共役演算子 Âとすれば、両者で

〈A〉 = 〈ψ|Â|ψ〉 =
∫

dλ ρψ(λ)A(λ) (3)

と書き直すことも可能である。その結果、もし地球上でスピンの x成分を測ったとしても、z成分の
時と同様に、その測定結果によってアンドロメダの粒子の x成分の値を確実に予言できることにな
る。従って同じ議論により、アンドロメダの粒子の x成分もまた物理的実在の要素だと見なされる。

どの方向のスピンを測定するかは地球上の測定者の自由な選択であり、アンドロメダの粒子の
与り知らぬことであるから、結局、アンドロメダの粒子のスピンは、z成分も x成分も同時に物理的
実在でなければならないことになる。ところが、量子力学によれば、１個の粒子のスピンの異なる
成分は同時測定できず、それらに確定した値を定めることができない。上の例で言えば [σ̂z, σ̂x] != 0

だから σ̂z と σ̂x の同時固有状態は存在せず、実在量である筈の z 成分と x成分の値を確実に予言す
ることができない。すなわち、上の「物理理論の完全性」の条件に合致せず、量子力学は物理理論と
して完全なものとは言えない。これが、EPRの主張する量子力学の不完全性である。

このEPRの論証には、２つの暗黙の仮定が含まれている。その１つは、遠距離に離れた２粒子の
間で、一方の粒子の測定が瞬時に他方の粒子に何の物理的影響を与えないという局所性（locality）で
あり、もう一つは測定者が物理系とは無関係に自由に測定の選択ができるという選択の自由（freedom

of choice）、言い換えれば測定者が自由意思（free will）を持つことである。なお、上の例では物理
量の実在性（reality）は、局所性の前提から導かれたことに注意したい。これらの前提を詳しく吟味
することが、次のベル不等式での議論に繋がって行く。

３．ベル不等式とその検証：実在性と局所性

1964年にベルが EPRの論証を吟味し、その正否が単なる思考実験ではなく、実際に検証可能
な形の議論に発展させた [2]。それがベル不等式として知られる内容であるが、その説明の前に、ア
インシュタインの立場を明確にしておくことにしよう。EPR論文で結論づけたように、アインシュ
タインは量子力学が完全な理論ではなく、実在を記述する完全な理論は（少なくとも原理的には）別
に存在すべきものであり、量子力学はそのような理論の統計的な近似理論に過ぎないのではないか
と考えていた。そのような完全な理論は実在の要素を完全に記述できるものであるが、現時点ではそ
の内容が不明であり、その理論における物理的状態を記述する（実在の要素に対応する）変数を知る
ことができないので、それは「隠れた変数」と呼ばれ、またその理論は隠れた変数の理論（hidden

variable theory）と一般に呼称される。

今、その隠れた変数を集合的に λで表すことにすれば、λが決まればその値によって実際の測
定で得られる物理量の測定結果は完全に指定されることになる。従って、いま Aを測定を行う物理
量だとすれば、その測定値は λの関数としてA(λ)と書くことができる。量子力学において不完全に
しか実在の要素を記述できない量子状態 ψを定めることは、隠れた変数の理論側から見ればその状
態に対応した λの分布 ρψ(λ) ≥ 0を定めることに等しい。この分布は統計的なものであり、規格化
されている

∫
dλ ρψ(λ) = 1ものとする。このような統計的な意味で、隠れた変数の理論は量子力学

の結果を再現するものと想定され、例えば物理量 Aの測定結果の期待値 〈A〉は、対応する量子力学
での自己共役演算子 Âとすれば、両者で

〈A〉 = 〈ψ|Â|ψ〉 =
∫

dλ ρψ(λ)A(λ) (3)

Given a state, λ may take different values each time 
measurement is performed with the distribution ρ(λ).
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measurement axis

という等式が成立し、このとき A(λ)は Âの固有値の一つを取る（測定値は固有値で与えられるか
ら）。特に Aが特定の状態 |φ〉にあるかどうかの ‘Yes-No’ 型の測定実験の場合、これに対応する射
影演算子は Â = |φ〉〈φ|であり、その固有値から測定値はA(λ) = 0, 1となる。このとき、上式は確率
|〈φ|ψ〉|2 を与える。

さて EPRの想定した遠く離れた１重項状態にある 2粒子に対して、それぞれのスピンを測定す
ることを考える。スピンのどの成分を測定するかは、測定者が自由に選択できるものとし、粒子１、
２のスピン測定方向をそれぞれ $a、$bとする。もし EPRの言うようにそれらのスピン成分がともに
実在のものならば、その値は隠れた変数の理論では決まっていなければならない。それらをA($a,λ)、
B($b,λ)と書くことにすれば、スピンであることより、これらの値は A($a,λ) = ±1、B($b,λ) = ±1の
どれかになる。測定をそれぞれの粒子に対して２種類、$a,$a→、$b,$b→ずつ行うことにすれば、全部で４
種類の組み合わせができる。それらを次のように組み合わせて和（と差）を作ると次の等式が得ら
れる。

A($a,λ)B($b,λ) +A($a,λ)B($b→,λ) +A($a→,λ)B($b,λ)−A($a→,λ)B($b→,λ)

= A($a,λ)
(
B($b,λ) +B($b→,λ)

)
+A($a→,λ)

(
B($b,λ)−B($b→,λ)

)
= ±2.

(4)

なぜなら、B($b,λ)+B($b→,λ)とB($b,λ)−B($b→,λ)のうち、必ず一方が 0、他方が±2となるから。さ
てある状態 ψのもとで２粒子に対するスピンの測定を行ったとき、その相関は隠れた変数の理論では

〈A($a)B($b)〉 =
∫

dλ ρψ(λ)A($a,λ)B($b,λ) (5)

で与えられる。このことより、等式 (4)から相関の組み合わせに対する不等式
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を得る。これがベル不等式（あるいは後に改訂版を提出した論文著者の頭文字からCHSH不等式 [3]）
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と計算される。簡単のため、全ての測定方向を一つの平面内に θab = θab′ = θa′b = θと取って、その
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2となって明らかに矛盾する。すなわち、量

子力学の予言するところと、隠れた変数の理論の存在は両立しない。
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れる。

A($a,λ)B($b,λ) +A($a,λ)B($b→,λ) +A($a→,λ)B($b,λ)−A($a→,λ)B($b→,λ)

= A($a,λ)
(
B($b,λ) +B($b→,λ)

)
+A($a→,λ)

(
B($b,λ)−B($b→,λ)

)
= ±2.

(4)

なぜなら、B($b,λ)+B($b→,λ)とB($b,λ)−B($b→,λ)のうち、必ず一方が 0、他方が±2となるから。さ
てある状態 ψのもとで２粒子に対するスピンの測定を行ったとき、その相関は隠れた変数の理論では
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際のベル不等式 (6)の左辺を S(θ)と置こう。量子力学の場合の左辺 S(θ)を上の相関から求め、その
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となるが、これは例えば θ = π/4のとき S(π/4) = 2
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ら）。特に Aが特定の状態 |φ〉にあるかどうかの ‘Yes-No’ 型の測定実験の場合、これに対応する射
影演算子は Â = |φ〉〈φ|であり、その固有値から測定値はA(λ) = 0, 1となる。このとき、上式は確率
|〈φ|ψ〉|2 を与える。

さて EPRの想定した遠く離れた１重項状態にある 2粒子に対して、それぞれのスピンを測定す
ることを考える。スピンのどの成分を測定するかは、測定者が自由に選択できるものとし、粒子１、
２のスピン測定方向をそれぞれ $a、$bとする。もし EPRの言うようにそれらのスピン成分がともに
実在のものならば、その値は隠れた変数の理論では決まっていなければならない。それらをA($a,λ)、
B($b,λ)と書くことにすれば、スピンであることより、これらの値は A($a,λ) = ±1、B($b,λ) = ±1の
どれかになる。測定をそれぞれの粒子に対して２種類、$a,$a→、$b,$b→ずつ行うことにすれば、全部で４
種類の組み合わせができる。それらを次のように組み合わせて和（と差）を作ると次の等式が得ら
れる。

A($a,λ)B($b,λ) +A($a,λ)B($b→,λ) +A($a→,λ)B($b,λ)−A($a→,λ)B($b→,λ)

= A($a,λ)
(
B($b,λ) +B($b→,λ)

)
+A($a→,λ)

(
B($b,λ)−B($b→,λ)

)
= ±2.

(4)

なぜなら、B($b,λ)+B($b→,λ)とB($b,λ)−B($b→,λ)のうち、必ず一方が 0、他方が±2となるから。さ
てある状態 ψのもとで２粒子に対するスピンの測定を行ったとき、その相関は隠れた変数の理論では

〈A($a)B($b)〉 =
∫

dλ ρψ(λ)A($a,λ)B($b,λ) (5)

で与えられる。このことより、等式 (4)から相関の組み合わせに対する不等式
∣∣∣〈A($a)B($b)〉+ 〈A($a)B($b→)〉+ 〈A($a→)B($b)〉 − 〈A($a→)B($b→)〉

∣∣∣ ≤ 2 (6)

を得る。これがベル不等式（あるいは後に改訂版を提出した論文著者の頭文字からCHSH不等式 [3]）
と呼ばれるものである。もし量子力学の背後に、アインシュタインの示唆するような隠れた変数の
理論が存在するとすれば、任意の量子状態に対してその相関は上のベル不等式 (6)を満足する筈で
ある。

ところが量子力学によれば、１重項状態のときの 2粒子のスピンの相関は測定方向 $a、$b間の角
度を θab とすると

〈A($a)B($b)〉 = 〈ψS |($a · $σ)1 ⊗ ($b · $σ)2|ψS〉 = −cos θab (7)

と計算される。簡単のため、全ての測定方向を一つの平面内に θab = θab′ = θa′b = θと取って、その
際のベル不等式 (6)の左辺を S(θ)と置こう。量子力学の場合の左辺 S(θ)を上の相関から求め、その
上で不等式を書くと

S(θ) = |3 cos θ − cos 3θ| ≤ 2 (8)

となるが、これは例えば θ = π/4のとき S(π/4) = 2
√
2となって明らかに矛盾する。すなわち、量

子力学の予言するところと、隠れた変数の理論の存在は両立しない。

という等式が成立し、このとき A(λ)は Âの固有値の一つを取る（測定値は固有値で与えられるか
ら）。特に Aが特定の状態 |φ〉にあるかどうかの ‘Yes-No’ 型の測定実験の場合、これに対応する射
影演算子は Â = |φ〉〈φ|であり、その固有値から測定値はA(λ) = 0, 1となる。このとき、上式は確率
|〈φ|ψ〉|2 を与える。

さて EPRの想定した遠く離れた１重項状態にある 2粒子に対して、それぞれのスピンを測定す
ることを考える。スピンのどの成分を測定するかは、測定者が自由に選択できるものとし、粒子１、
２のスピン測定方向をそれぞれ $a、$bとする。もし EPRの言うようにそれらのスピン成分がともに
実在のものならば、その値は隠れた変数の理論では決まっていなければならない。それらをA($a,λ)、
B($b,λ)と書くことにすれば、スピンであることより、これらの値は A($a,λ) = ±1、B($b,λ) = ±1の
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= A($a,λ)
(
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(
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なぜなら、B($b,λ)+B($b→,λ)とB($b,λ)−B($b→,λ)のうち、必ず一方が 0、他方が±2となるから。さ
てある状態 ψのもとで２粒子に対するスピンの測定を行ったとき、その相関は隠れた変数の理論では

〈A($a)B($b)〉 =
∫

dλ ρψ(λ)A($a,λ)B($b,λ) (5)

で与えられる。このことより、等式 (4)から相関の組み合わせに対する不等式
∣∣∣〈A($a)B($b)〉+ 〈A($a)B($b→)〉+ 〈A($a→)B($b)〉 − 〈A($a→)B($b→)〉

∣∣∣ ≤ 2 (6)

を得る。これがベル不等式（あるいは後に改訂版を提出した論文著者の頭文字からCHSH不等式 [3]）
と呼ばれるものである。もし量子力学の背後に、アインシュタインの示唆するような隠れた変数の
理論が存在するとすれば、任意の量子状態に対してその相関は上のベル不等式 (6)を満足する筈で
ある。

ところが量子力学によれば、１重項状態のときの 2粒子のスピンの相関は測定方向 $a、$b間の角
度を θab とすると

〈A($a)B($b)〉 = 〈ψS |($a · $σ)1 ⊗ ($b · $σ)2|ψS〉 = −cos θab (7)

と計算される。簡単のため、全ての測定方向を一つの平面内に θab = θab′ = θa′b = θと取って、その
際のベル不等式 (6)の左辺を S(θ)と置こう。量子力学の場合の左辺 S(θ)を上の相関から求め、その
上で不等式を書くと

S(θ) = |3 cos θ − cos 3θ| ≤ 2 (8)

となるが、これは例えば θ = π/4のとき S(π/4) = 2
√
2となって明らかに矛盾する。すなわち、量

子力学の予言するところと、隠れた変数の理論の存在は両立しない。

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

H = L2(Rn) H =
p2

2m
R3 S3 R4 → S4

dĤ

dt
= 0,

dD̂

dt
=

i

h̄
(ih̄Ĥ) + Ĥ = 0

Â = Â†　

ε→ 0 δV (q) = V (q + ε)− V (q) = 0

Q =
∂L

∂q̇
= mq̇ X(q) = 0, f(q) = 1

simplify：

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

"a a "b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

H = L2(Rn) H =
p2

2m
R3 S3 R4 → S4

dĤ

dt
= 0,

dD̂

dt
=

i

h̄
(ih̄Ĥ) + Ĥ = 0

Â = Â†　

ε→ 0 δV (q) = V (q + ε)− V (q) = 0

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

"a a "b b

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

H = L2(Rn) H =
p2

2m
R3 S3 R4 → S4

dĤ

dt
= 0,

dD̂

dt
=

i

h̄
(ih̄Ĥ) + Ĥ = 0

Â = Â†　

ε→ 0 δV (q) = V (q + ε)− V (q) = 0

dichotomic (2-valued) case
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Correlation from repeated measurements: N times
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〈A(a)〉 = A1(a) +A2(a) + · · ·+AN (a)

N
　

〈A(a)B(b)〉 = A1(a)B1(a) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b)

N

−1 ≤ 〈A(a)B(b)〉 ≤ 1

p(4) =
1

12
, p(5) = 0, p(6) =

1

12

p(x) =
1

6
, x = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ∆θ

0 ≤ p(x) ≤ 1,
∑

x

p(x) = p(1)+p(2)+p(3)+p(4)+p(5)+p(6) = 1

=
1

N
(A1(a)B1(b) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b))

∑

x

p(x) = 1 p(x1, y1) p(xn, y1) p(xn, ym) p(x1, ym)
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N

−1 ≤ 〈A(a)B(b)〉 ≤ 1 − 1 ≤ 〈A(a)B(b→)〉 ≤ 1,

≤ 〈A(a→)B(b)〉 ≤ 1, −1 ≤ 〈A(a→)B(b→)〉 ≤ 1

p(4) =
1

12
, p(5) = 0, p(6) =

1

12

p(x) =
1

6
, x = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ∆θ

0 ≤ p(x) ≤ 1,
∑

x

p(x) = p(1)+p(2)+p(3)+p(4)+p(5)+p(6) = 1

=
1

N
(A1(a)B1(b) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b))
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−1 ≤ 〈A(a)B(b)〉 ≤ 1 − 1 ≤ 〈A(a)B(b→)〉 ≤ 1,

−1 ≤ 〈A(a→)B(b)〉 ≤ 1, −1 ≤ 〈A(a→)B(b→)〉 ≤ 1

p(4) =
1

12
, p(5) = 0, p(6) =

1

12

p(x) =
1

6
, x = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ∆θ

0 ≤ p(x) ≤ 1,
∑

x

p(x) = p(1)+p(2)+p(3)+p(4)+p(5)+p(6) = 1

=
1

N
(A1(a)B1(b) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b))
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〈A(a)〉 = A1(a) +A2(a) + · · ·+AN (a)

N
　

〈A(a)B(b)〉 = A1(a)B1(a) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b)

N

−1 ≤ 〈A(a)B(b)〉 ≤ 1

p(4) =
1

12
, p(5) = 0, p(6) =

1

12

p(x) =
1

6
, x = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ∆θ

0 ≤ p(x) ≤ 1,
∑

x

p(x) = p(1)+p(2)+p(3)+p(4)+p(5)+p(6) = 1

=
1

N
(A1(a)B1(b) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b))

∑

x

p(x) = 1 p(x1, y1) p(xn, y1) p(xn, ym) p(x1, ym)

,

correlation

h̄/2 Ai(a), Bi(b) A1(a) = +1, A2(a) = −1, A3(a) = −1, . . .

B1(b) = −1, B2(b) = −1, B3(b) = +1, . . .

h̄/2 Ai(a), Bi(b) A1(a) = +1, A2(a) = −1, A3(a) = −1, . . .

B1(b) = −1, B2(b) = −1, B3(b) = +1, . . .

ex.) outcomes

considering two choices measurement axes for each of the particles,

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

〈A(a)B(b)〉 = A1(a)B1(b) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b)

N

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

〈A(a)B(b)〉 = A1(a)B1(b) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b)

N

a b a→ b→

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

〈A(a)B(b)〉 = A1(a)B1(b) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b)

N

a b a→ b→

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

〈A(a)B(b)〉 = A1(a)B1(b) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b)

N

a b a→ b→

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

Gz = σz
A → 1B Gx = σx

A → 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

〈A(a)B(b)〉 = A1(a)B1(b) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b)

N

a b a→ b→

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

G|gi〉 = gi|gi〉 |gi〉 G = gi i = 1, 2, 3, . . .

P (a, b|x, y) =
∑

a′,b′

P (a, b, a→, b→)

A(a) A(a→) B(b) B(b→)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

we have
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〈A(a)B(b)〉 = − cos∆θ

|〈A(a)B(b)〉+ 〈A(a)B(b′)〉+ 〈A(a′)B(b)〉 − 〈A(a′)B(b′)〉| ≤ 2

a a′ b b′

ε = 4× 10−19 [J ]

p(4) =
1

12
, p(5) = 0, p(6) =

1

12
cos θ ≤ sin θ

p(4) =
1

12
, p(5) = 0, p(6) =

1

12

p(x) =
1

6
, x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

0 ≤ p(x) ≤ 1,
∑

x

p(x) = p(1)+p(2)+p(3)+p(4)+p(5)+p(6) = 1

∑

x

p(x) = 1 p(x1, y1) p(xn, y1) p(xn, ym) p(x1, ym)

The four correlations in locally realistic HVT satisfy Bell’s inequality 

also known as the CHSH (Clauser–Horne–Shimony–Holt) inequality according to the 
authors who proposed in 1969 the improved version of the original inequality of Bell

Note: there are a number of variations for inequalities
applied to local realistic HVT and it is customary to
call them under the name ‘Bell’s inequality’.

Citation # of Bell paper

1964

2000
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Proof:
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Ai(a) = ±1, Bi(b) = ±1, Ai(a
→) = ±1, Bi(b
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Ai(a), Bi(b), Ai(a
→), Bi(b

→) → {+1,−1}

Gz = σz
A ⊗ 1B Gx = σx

A ⊗ 1B

σz
A = +1 σz

A = −1 σx
A = +1 σx

A = −1

σz
A = +1 σz

B = −1 σx
A = +1 σx

B = −1

〈A(a)B(b)〉 = A1(a)B1(b) +A2(a)B2(b) + · · ·+AN (a)BN (b)

N

A = B =

a b a→ b→

A(a, b, B,λ) = A(a,λ) B(a, b, B,λ) = B(b,λ)

A|ai〉 = ai|ai〉 |ai〉 G = gi

Since all of the values are dichotomic,

we have

Averaging over i = 1, 2, 3, … N gives a value between -2 and +2, and hence 

〈A(a)B(b)〉 = − cos∆θ

|〈A(a)B(b)〉+ 〈A(a)B(b′)〉+ 〈A(a′)B(b)〉 − 〈A(a′)B(b′)〉| ≤ 2

a a′ b b′

ε = 4× 10−19 [J ]

p(4) =
1

12
, p(5) = 0, p(6) =

1

12
cos θ ≤ sin θ

p(4) =
1

12
, p(5) = 0, p(6) =

1

12

p(x) =
1

6
, x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

0 ≤ p(x) ≤ 1,
∑

x

p(x) = p(1)+p(2)+p(3)+p(4)+p(5)+p(6) = 1

∑

x

p(x) = 1 p(x1, y1) p(xn, y1) p(xn, ym) p(x1, ym)

QED.
Remark: note the counterfactual aspect in forming the correlation!
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4. CONFLICT WITH QUANTUM MECHANICS 

4.1. Evidence 

We can use the predictions (6) of Quantum Mechanics for EPR pairs, to evaluate the 

quantity S( )a,a' ,b,b'  defined by equation (21). For the particular set of orientations 

shown on Figure 4.a, the result is 

 SQM = 2 2  (22) 

This quantum mechanical prediction definitely conflicts with the Bell’s inequality (20) 

which is valid for any Supplementary Parameter Theory of the general form defined in 

§3.1. 

We have thus found a situation where the quantum mechanical predictions cannot 

be reproduced (mimicked) by Supplementary Parameters Theories. This is the essence of 

Bell’s theorem: it is impossible to find a Supplementary Parameter Theory, of the general 

form defined in § 3.1, that reproduces all the predictions of quantum mechanics. This 

statement is the generalisation of what appears on Figure 3, for the particular 

supplementary parameter model considered in § 3.2: the model exactly reproduces the 

predictions of quantum mechanics for some particular angles (0, π/4 , π/2), but it 

somewhat deviates at other angles. The importance of Bell’s theorem is that it is not 

restricted to a particular supplementary parameters model, but it is general. 

Figure 4 - Orientations yielding the largest conflict between Bell’s inequalities and Quantum 

Mechanics. 

4.2. Maximum conflict 

It is interesting to look for the maximum violation of Bell’s inequalities by the quantum 

mechanical predictions. Let us take the quantum mechanical value of S : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos cos cos cosQMS = − + +a,b,a',b' a,b a,b' a',b a',b'  (23) 

It is a function of the three independant variables ( , )a b , ( , )b a′ ,and ( , )′ ′a b . Note that 
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correlation

∆θ =
π

4
cos(∆θ) =

1√
2
= − cos(3∆θ)

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

H = L2(Rn) H =
p2

2m
R3 S3 R4 → S4

dĤ

dt
= 0,

dD̂

dt
=

i

h̄
(ih̄Ĥ) + Ĥ = 0

Â = Â†　
ϵ→ 0 δV (q) = V (q + ϵ)− V (q) = 0

Q =
∂L

∂q̇
= mq̇ X(q) = 0, f(q) = 1

Q :=
∂L

∂q̇
f(q)

∆θ =
π

4
cos(∆θ) =

1√
2
= − cos(3∆θ)

=

∣∣∣∣3×
1√
2
+

1√
2

∣∣∣∣ = 2
√
2

M = T ⋆Q = T ⋆(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)
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R3 S3 R4 → S4

dĤ
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Â = Â†　
ϵ→ 0 δV (q) = V (q + ϵ)− V (q) = 0

Q =
∂L

∂q̇
= mq̇ X(q) = 0, f(q) = 1

if we choose the measurement axes on a mutual plane as above 

z

x

which implies

> 2

quantum correlation breaks Bell’s inequality QM does not respect 
local realism
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Figure 14 - Experiment with two-channels polarizers. Quantity S(θ), to be tested 
by Bell’s inequalities (−2 ≤ S ≤ +2), as a function of the relative angle of the polarimeters. 
The indicated errors are ± 2 standard deviations. The dashed curve is not a fit to the data, 
but Quantum Mechanical predictions for the actual experiment. For an ideal experiment, 
the curve would exactly reach the values ± 2.828. 

9.5. Timing experiment27 

As stressed in sections 6 and 7.5, an ideal test of Bell’s inequalities would involve the 
possibility of switching at random times the orientation of each polarizer13, since the 
locality condition would become a consequence of Einstein’s causality. We have done a 
step towards such an ideal experiment by using the modified scheme shown on Figure 15. 

In that scheme13, each (single-channel) polarizer is replaced by a setup involving a 
switching device followed by two polarizers in two different orientations : a and a’ on side 
I, b and b’ on side II. The optical switch C1 is able to rapidly redirect the incident light 
either to the polarizer in orientation a, or to the polarizer in orientation a’. This setup is 
thus equivalent to a variable polarizer switched between the two orientations a and a’. A 
similar set up is implemented on the other side, and is equivalent to a polarizer switched 
between the two orientations b and b’. In our experiment, the distance L between the two 
switches was 13 m, and L c/  has a value of 43 ns. 

The switching of the light was effected by home built devices, based on the 
acousto-optical interaction of the light with an ultrasonic standing wave in water. The 
incidence angle (Bragg angle) and the acoustic power, were adjusted for a complete 
switching between the 0th and 1st order of diffraction. The switching function was then of 

the form sin ( cos )2

2
π

Ωat , with the acoustic frequency Ωa / 2π  of the order of 25 MHz. 

experiment (Aspect) 

Nature is not locally realistic!
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Three loopholes in Bell Test

・Locality loophole

・Detection loophole

・Freedom of choice loophole

The distance between the two particles is not sufficient to ensure 
the no influence condition between the two.

remotely separated

no influence

The efficiency of detection is not sufficient to ensure that events of no
detection cannot overturn the conclusion of the Bell test.

The choice of measurement (such as the spin axes) may be determined 
from the physical states of the system/measurement apparatus distorting 
the correlation enough to overturn the conclusion of the Bell test.



recent tests vs. loopholes

Aspect  et al. (1982) photon:  12 m

Weihs  et al. (1998)

Rowe  et al. (2001)

photon:  400 m

ion

locality detection

Sakai  et al. (2006) proton

Hensen  et al. (2015) electron

Giustina  et al. (2015) proton

818 m

1280 m

N

493 m

A

Topografische Ondergrond Kadaster (c), 2015

B

C



History of Bell tests
(Wikipedia)

Aspect

B meson

‘clear’ three loopholes
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distant quasars


